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摘要 

    本研究的目的，旨在探究一位國小五年級視覺型兒童~小青，在幾何領

域中三角形這一範圍的認知發展狀況。本研究首先透過資料蒐集，篩選出符

合視覺型發展特徵的兒童，經由專家進一步評估確認以檢選出本研究的樣

本；藉由四次深入訪談與實物操弄，全程錄音錄影記錄，再以筆試施測「吳

-薛氏 van Hiele 幾何認知發展測驗」用來比對訪談結果，蒐集其對三角形

問題的解題活動資料，並將資料編碼轉譯整理為訪談原案，最後以 Duval

理論中對幾何圖形的四個瞭解：知覺性、操弄性、序列性、論述性等四個部

份，分析視覺型兒童在三角形概念的發展情形。 

    綜合研究分析結果顯示：小青在三角形的圖形繪製、辨識、分類等半結

構性訪談及筆試結果，呈現出視覺型兒童在學習幾何課程的發展情形，可以

做為進一步研究「視覺型兒童」幾何認知發展的參考。 

關鍵詞：視覺型、三角形概念、Duval 理論之知覺性、操弄性、序列性、論

述性瞭解 

 



 2

壹、緒論 

一、研究背景與動機 

    檢視我國的數學課程發展，在民國六十四年以前的數學課程，以數、計算、

與實測三部份為主要的教學內容，而關於幾何部份則分散在計算與實測的教學內

容裏，並沒有規劃獨立的教學單元；民國六十四年改版的數學課程，修訂教材內

容，劃分為數、量、形三部份，幾何領域的教學才開始受到正視。民國八十二年

修訂改版的數學課程，則更將幾何領域的教學以「圖形與空間」規畫獨立為一個

主題，並將教材進一步分為平面幾何、立體幾何兩個部份來進行教學；而近期從

民國九十年開始實施的九年一貫課程中，數學的學習領域正式以「幾何」名稱成

為一個完整的教學主題；由我國歷年數學課程與教材的沿革發展，可以看出幾何

獨特的課程與教材，在整體的數學課程中，佔有一席重要的地位（教育部，1968、

1975、1993、2003）。 

    自民國八十二年教育部公佈實施國民小學數學課程起，一直到現階段我國實

施中的九年一貫課程，有關於數學領域的幾何主題教材，主要依據 van Hiele

夫婦所發展的幾何思考模式與層次理論來編寫（朱建正，1996、吳德邦，1997）；

依據這個理論，第一階段（小學一年級到三年級）幾何概念的學習，著重在對於

幾何形體的探索、認識與具體操作；第二階段（小學四年級到五年級），重點則

在於掌握幾何形體構成的要素，進行形體的分類、認識不同平面圖形的性質，以

及全等、對稱的關係等，另外與數、量相關的幾何量（包括角度、邊長、面積），

則逐步成為另一個教學重點；而到第三階段（小學六年級到國中一年級）的學習，

則以透過形體的分割、拼合、截補等變換操作，更進一步了解形體的性質及非形

式化的推理（教育部，2003）；在每個階段的學習歷程，因為學童的幾何認知發

展狀況不同，而造成學童個別不同的知識架構，一般研究經常以「另有架構」或

者是「迷思概念」稱之，關於此一部份的研究，歷來多以陳述不同類型的「迷思

概念」為主，並已有相當詳盡的資料（沈佩芳，2002；高耀琮，2002；郭育宓，

2002），然而檢視大部份的研究資料均顯示：研究偏重在以成人（教師）的角度

思考，而非以兒童本位的立場看待兒童本身的認知發展，對於兒童在學習幾何知
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識的認知發展的演化歷程更鮮少被論及；究竟兒童形成「迷思概念」的成因為何，

以及如何幫助不同發展類型的兒童學習幾何教材，還尚待更進一步的釐清與研

究。 

依據 Lowenfeld 以及 Brittain（1987）所提出兒童階段性的造型發展理論，

即必須經過一個階段才能再進入下一個階段的發展特徵，對照於 van Hiele 的幾

何思考層次實有不謀而合之處，Dale Harris 則指出：「兒童畫任何物體，都顯

示出他對該物體所作歸類的概念。兒童的概念，特別是對他所常接觸的事物會漸

趨複雜，而成為一種可以顯示他發展狀況的參考指標」（引自 Lowenfeld，1987）。

意即兒童所表現出的造型能力，與掌握幾何主題圖形與空間的能力是一致的。

Lowenfeld 以及 Brittain 以兒童本位所提出的造型階段論中論及：兒童造型能

力的發展依其作品特徵可清楚分辨為視覺型與觸覺型兩類，大約總數一半的兒童

屬於視覺型，觸覺型兒童僅約占四分之一不到（Lowenfeld，1987），在教學現場

須要仔細蒐集學生完整的資料，再經縝密的專家評估，才能確切判定其為何種創

造類型；視覺型的兒童較容易察覺客觀現象的存在，所以作品較傾向具象的繪畫

特質。而觸覺型的兒童則較能以自己親身參與，體會經驗感受的方式以主觀去畫

出他經歷的感覺，而非視覺對象的再現；對於這二種截然不同的兒童造型創造類

型是否影響兒童幾何概念的認知發展，又這二種不同類型的兒童其在幾何的認知

發展呈現出如何不同的狀況，歷來尚缺乏相關研究資料。 

    國內學者吳文如、呂玉琴（2002）研究十七位學齡前幼兒對空間概念與幾何 

形體的認知發展的結果指出：幼兒在辨識指認圖形的優先順序為三角形、圓形、 

長方形（吳文如、呂玉琴，2002）；而回溯人類幾何知識的發展歷程，由最早期 

發展出的畢氏定理、勾股弦定理等莫不是以三角形的性質發現來做為一個開端 

（洪萬生，1999），乃興起以不同創造類型（視覺型、觸覺型）的兒童，探究其 

三角形的認知發展做為本研究主題，限於篇幅，本文只有一位國小五年級探討視 

覺型兒童，其他年級視覺型兒童暨觸覺型兒童則另文探究之。 

二、研究目的 

   依據上述研究背景與動機，本文的研究目的有： 
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（一）探究小青~這位視覺型兒童的三角形認知發展，在三角形圖形的繪製、 

辨識、分類及筆試測驗的發展情形。 

（二）依據 Duval 理論及訪談、筆試資料記錄，探究小青的三角形認知發展， 

在知覺性、作圖性、論述性、操弄性瞭解的發展狀況。 

三、名詞解釋 

（一）視覺型：依照兒童創作完成的藝術作品及處理經驗的態度，可以區分 

為兩種創造類型：視覺型與觸覺型。視覺型兒童主要具有觀察的性 

向，能以理性客觀的態度接受外來的刺激，從事物的整體輪廓開始認 

識，同時注意到細節，而能對事物產生一個整體的印象，並較能成功 

地將觸覺或運動感轉化為視覺經驗。 

（二）三角形概念：指兒童透過繪製、分類、辨識、觸覺活動、紙筆測驗等 

活動所表現出對三角形輪廓的組成、輪廓的描述、圖形的判定、圖形 

的分類區別、及從觸覺、視覺綜合感知判斷的認知發展情形。 

（三）Duval 理論：（知覺性、操弄性、序列性、論述性瞭解）Duval（1995） 

發現，個體透過認知圖形的組織、心像轉換、圖形的操弄、語言文字 

的陳述推理，可以達到知覺性、操弄性、作圖性、論述性等四個瞭解， 

藉以啟發個體對圖形的認知及幫助解決原先不易解決的幾何問題。 

貳、理論基礎與文獻探討 

一、Duval 理論中的的四個瞭解： 

    Duval (1995)認為圖形經由實物、心像、認知圖形組織、及語言文字的操弄、

陳述、推理歷程，可以幫助我們達到知覺性、構圖性、論述性、操弄性的理解，

藉以解決原先不易解決的幾何問題。因此提出了四個對於圖形的瞭解： 

（一）知覺性瞭解(Perceptual apprehension)：只要一個圖形被提出，必定

喚起知覺性的瞭解及至少一個其他的瞭解，一個可被察覺的圖形和僅是呈現在

視網膜上的圖形最大的差異在於圖形組織的原則，以及圖像所帶給視覺者的暗

示，另外我們也可區分和辨識出圖形中的子圖形(例如長方形被對角線分割出

的兩個直角三角形)，但這些子圖形未必完全建立在原圖形的結構上。 
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（二）序列性瞭解(Sequential apprehension)：當我們在構圖的過程、或是

描述該圖形的結構時，必須要求構圖性的瞭解。在構圖的過程中，圖形的不同

單位元件則會依特殊的順序的浮現。而構圖性的瞭解主要和繪圖工具(如尺、

圓規)的限制有關，若是因為繪圖工具的侷限而無法表達出圖形性質間的關

係，圖形則無法被瞭解。 

（三）論述性瞭解(Discursive apprehension)：幾何概念必須起源於對圖形

的命名和一些假設，單由知覺性的瞭解，並不能使所有人對圖形的幾何性質達

到共同的理解。在所有的幾何表徵中，對於其幾何性質的辨認仍然必須建立在

敘述上，然後經過一個演繹的過程來決定這個圖形表現了什麼，論述性瞭解可

以在知覺性瞭解不變的情況下而改變。 

（四）操弄性瞭解(Operative apprehension)：當我們觀察一個圖形時，我們

可以透過操弄圖形來得到解題的靈感，而在以不同的方式更改圖形之後得到解

釋，獲得操弄性的瞭解，而變更圖形的方式則大致分為下列幾種(1)分解組合 

(2)放大縮小 (3)平移旋轉等，這三種方式可在心靈中操作，也可實際地去變

動它，這些操弄可使圖形具有啟發性的功能，故可以在操弄的過程中，突顯出

圖形的變化而得到某個證明步驟或解題的靈感。 

而在學生學習幾何知識來說，Duval(1998)則認為應有三種認知過程，分別

是：(一)視覺化(visualization)過程、(二)作圖(construction)、(三)推理

(reasoning)：進行論說的過程。 

二、羅恩菲爾關於兒童兩種創造類型的發展 

    Lowenfeld 以及 Brittain（1987）認為藉著兒童所完成的作品以及在處理（創

作）經驗的態度可以清楚地分辨出兩種不同的發展類型：視覺型與觸覺型；這兩

種孑然不同類型的兒童以相當不同的方式經驗他們所存在的世界，視覺型兒童能

以理性客觀的觀察者角度接受外在的訊息，並且能將這樣的視覺經驗轉化表現在

他的作品上，而表現出理性正確的空間與透視感；觸覺型兒童經驗外在世界的方

式主要透過敏銳易感的心靈，以肌肉感應、運動經驗、接觸的體驗、自我與外在

世界的價值關係體驗，以感性的方式接受，並採取主觀的方式表達，而容易忽略
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理性客觀的存在；透過羅恩菲爾為調查視覺或觸覺性向而特別設計的測驗結果顯

示：有 47﹪的人是明顯屬於視覺型，觸覺型僅占約 23﹪，而另有 30﹪則無法清

楚辨定。兩種類型經研究者篩選與幾何造型能力相關之特徵分列如下：  

（一）視覺型的特徵包括： 

1、主要媒介依賴眼睛、且具有觀察性向的心理素質。 

2、屬於客觀的創作類型。 

3、主要從事物的外貌來獲取經驗。 

4、能看到事物的整體，不忽略細節，並且能將整體印象分析為細節及部份印象。 

5、從物體的外輪廓開始表現，然後才以細節充實形體。 

6、視覺分析可以穿透物體的本質：包括（1）形狀和結構特徵的分析。（2）由光

線、陰影、色彩、空氣及距離所造成的形狀或結構的改變。 

7、具有將運動感及觸覺經驗轉化為視覺經驗的傾向。 

（二）觸覺型的特徵： 

1、主要媒介是身體本身肌肉感應、運動經驗、接觸的體驗、自我與外在世界的

價值關係體驗。 

2、作品屬於自我投射的結果，將身體的、感情的、接觸的瞭解表現成為事物形

狀的特徵。 

3、屬於高度主觀的創作類型。 

4、不會把運動感或觸覺經驗轉化為視覺經驗，而是滿足在觸覺經驗或運動感本

身。 

5、比例採價值的比例而非視覺的比例。 

6、通常對事物的經驗是片斷的，除非對事物本身有興趣，才會將事物片斷的經

驗加以綜合，不會建立綜合印象。 

 

參、研究設計 

一、研究架構 

    本研究先以「吳-藍氏視覺型、觸覺型兒童特徵篩檢表」（Wu, Ma, & Lan, 
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2005）篩選符合觸覺型特徵的兒童，經完整資料蒐集後，商請三位專家協助

判定確認出研究對象；再以三角形圖形的繪製、辨識、分類等半結構性訪談

的研究歷程，探索研究對象其三角形概念的認知發展情形，並兼採「吳-薛

氏 van Hiele 幾何認知發展測驗」之紙筆測驗做為對照資料。 

    為使研究過程能更加客觀，以排除研究者過度主觀詮釋所造成之偏差，

每次訪談均邀請觀察員及研究助理協助訪談的進行，在訪談中主要協助觀察

記錄的工作，並對研究者所做成的記錄與詮釋提供修正意見，協助全程錄影

及文件資料整理，包括實物操作的教具製作，以及提供訪談觀察記錄回饋。 

二、研究對象 

    依據 Lownfeld（1957）理論，視覺型與觸覺型兒童的特徵傾向在寫實

前期開始會逐漸清晰，對照兒童的年齡發展，約為國小四年級開始，因此被

推薦的學童以四到六年級為主。除了蒐集學童一年內近期美勞作品之外，同

時經由家長、導師同意協助，提供學業成績及平常學習情形資料予以建檔；

再商請具美勞教育專業背景且曾任教國小美術資優班教師、美勞教育研究所

在職研究生、及具備美勞教育研究所學歷且持續創作資歷相當的專業畫家共

三位專家學者協助，由專家學者依據學童作品特徵做進一步判定，視覺型、

觸覺型兒童的特徵在其作品中所表現出來的特質主要從下列幾點加以評

斷：（1）人物造形：視覺型兒童能依客觀的視覺經驗作畫，能注意到比例與

姿態，並掌握細節的描繪，較接近寫實的表現風格；觸覺型兒童則依主觀的

經驗及情緒作畫，常有誇張、變形的表現，不太注意比例的關係，對有興趣

的部分特別強調，餘則以簡略的方式表現，較接近表現主義的風格。（2）空

間表現：視覺型兒童能注意到明暗、陰影、地平線的現象，畫面的景物呈現

較符合透視原理近大遠小的比例，以旁觀者的角度觀察與描繪主題；觸覺型

兒童則常以圖式期基底線表現空間的概念，除非主題需要表現空間，否則會

忽略空間的深度。（3）色彩表現：視覺型兒童使用的色彩較接近自然的色彩，

同時會注意到色彩在不同環境與光線下的變化；觸覺型兒童則使用主觀感情



 8

的色彩，不太注意自然界中色彩與光線的變化。（4）設計工藝的表現：視覺

型兒童較注意視覺與美的效果；觸覺型兒童則較注意材料與使用的效果。在

確定整個研究計劃之後，研究者開始著手尋找適當的研究對象；本研究之研

究對象小青，為台中縣海線某國民小學五年級的學童，根據資料蒐集結果顯

示：其作品的特質在人物造形、空間表現、色彩表現、設計工藝表現四個部

份均分別呈現出符合視覺型兒童的表現特徵，經進一步請專家評量結果，確

認符合視覺型兒童的特質；在數學領域的學習成績都維持在甲等（如表 1），

在口語表達能力部份的程度也甚佳，他的美勞作品具有高度的描寫能力，能

依透視比例呈現，繪製作品的過程從外形輪廓開始，再進行內部細節描繪；

作品曾獲得台中縣學生美展入選、佳作獎、世界兒童畫展優選獎（詳見附

錄）。依教師以視覺型、觸覺型兒童特徵篩檢表的判斷結果，小青的美勞作

品在人物造形、空間表現、色彩表現、設計表現四個部分均符合視覺型兒童

的特徵。而在視覺型、觸覺型兒童特徵專家評量表部分，經三位專家交叉判

定的結果顯示：小青也符合視覺型兒童的特徵。 

表 1  小青在四、五年級數學領域定期考查成績表 

          學期別 
成績別 

四上 四下 五上 五下 

第一次成績考查 100 98 95 95 

第二次成績考查 95 100 98 87 

期末成績 98 98 97 91 

 

三、研究工具 

(一)、「吳-藍氏視覺型、觸覺型兒童特徵篩檢表」（Wu, Ma, & Lan, 2005）：依

據康軒版國民小學藝術與人文課本、教師手冊，及參照羅恩菲爾理論（Viktor 

Lowenfeld，1957）所編訂；主要從兒童創作作品中的人物造形、空間表現、色

彩表現、及設計工藝表現四個部份的特徵來加以評判，以篩選出符合本研究的研

究對象。 

(二)、「吳-藍氏視覺型、觸覺型兒童特徵」專家評量表（Wu, Ma, & Lan, 2005）：
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採五等第評判「完全符合、符合、部份符合、不甚符合、不符合」由三位專家學

者依據推薦者所填寫之篩檢表，檢核比對學生作品資料，再予以勾選判斷，並簽

註意見。 

(三)、「吳-藍氏三角形圖形繪製、辨識、分類與訪談大綱」（Wu, Ma, & Lan, 2005）： 

    由於本研究所探討的主題還屬於較少被研究論及的範疇，因此需要自行設計

編選一套訪談施測工具，以符合本研究需求；在這個工具裡有關三角形圖形繪

製、辨識及分類三個部份主要是依據Burger（1986）所發展的訪談工具，及參閱

相關幾何文獻（吳德邦，2003；何森豪，2000；葛曉冬，2000；盧銘法，1996；

黃盈君，2001；Usiskin，1982；Fuys, Geddes, & Tischler, 1988 ;Wu & Ma, 

2005a;Wu & Ma, 2005b ;Wu, Ma,& Lan 2005），再予以增修編製而成（Wu, Ma, & 

Lan, 2005）。  

(四)、吳-薛氏van Hiele幾何認知發展測驗： 

    這個測驗工具是針對國小學童而設計，故試題的編製也只局限在於van 

Hiele 幾何思考層次的第一到第三層次為主。由於本研究之研究範圍在三角形的

概念瞭解部份，因此在受測者全份試題做完後僅抽選出三角形部份的答題情形做

進一步分析，並以這個部份的答題情形與其他訪談部份所得結果交互比對驗證。 

四、研究流程 

本研究的研究流程可概分為如下述三個階段：  

（一） 訪談前置作業： 

首先參閱相關文獻，同時尋求藝術與人文領域學者專家協助提供意見，編製

出「吳-藍氏視覺型、觸覺型兒童特徵篩檢表」及「吳-藍氏視覺型、觸覺型兒童

特徵」專家評量表；接著透過具備美勞教育養成背景教師，依據其專業素養及本

研究所編製之篩選工具，挑選出研究對象~觸覺型兒童，並再次以專家評量表做

進一步確認；此外在請教專家學者意見後修訂了一份三角形圖形繪製、辨識、分

類的工具（Wu, Ma, & Lan, 2005）。 

（二） 進行紙筆測驗與半結構性訪談： 
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確認出研究對象後，依照排定時程分別進行四段半結構性訪談及紙筆

測驗，訪談過程並予以錄音、錄影記錄，每段訪談並邀請一位觀察員及一

位研究助理協助研究進行，同時在每次訪談結束提供回饋意見藉以修正。 

（三） 資料處理與論文撰寫： 

在訪談結束後依據錄影內容，將資料轉譯編碼後製作逐字稿，並在此

基礎上結合文獻資料、觀察員回饋等文件，分析詮釋研究對象在三角形部

份的認知發展，而紙筆測驗所得結果則做為比對校正的依據；彙整資料齊

備後撰寫論文。 

 

肆、結果與討論 

一、小青在三角形的繪製、辨識、分類、及筆試的測驗訪談結果 

（一）三角形圖形的繪製： 

   研究者請小青先在白色 A4 的紙張上依序畫出三角形，可以使用工具如尺之類

來作圖，畫好第一個和第二個三角形後就開始詢問兩者間有何不同，依序小青一

共畫出了 19 個他認為是不同的三角形（如圖 1），研究者再分別詢問這些三角形

之間的不同處在哪裏。 

 

 

 

 

 

      圖 1  小青所畫出的三角形 

1、 小青以「角度的變化」造出不同的三角形。 

    小青沒有使用輔助工具，徒手畫出第一個三角形，這個三角形比較接近「正

三角形」的形狀，是一個封閉圖形，我請他在三角形的圖形上記上 1號。接著我

詢問他能不能畫出第二個三角形，小青說可以；小青畫出的第二個三角形「有一



 11

個直角」，也是一個封閉圖形；接著我詢問小青：「1號和 2號有那裏不同？」小

青回答：「2號有一個直角」原案如下： 

        原案 1  2004.3.14 

G51T005 師：那現在老師問你：1號和2號三角形有什麼不同？ 

G51T006 生：2號有「直角」，1號沒有「直角」。 

G51T007 師：什麼是「直角」？ 

G51T008 生：垂直九十度的直角。 

G51T009 師：直角在哪裡？ 

G51T010 生：這裡（用筆在圖形上畫出垂直記號）。 

 

    在畫完第三個三角形後，我詢問小青，是否可以再畫出不同的三角形？小青

回答可以，並畫出和第四個和前三個不同的三角形，原案如下： 

        原案 2  2004.3.14 

G51T027 師：可以再畫出第四個三角形嗎？ 

          G51T028     生：可以啊！（畫出第四個三角形） 

G51T029 師：那4號和前面三個三角形有哪裡不同？ 

G51T030 生：4號的其中一個角，比其他三個三角形的任意一個角都要小。 

 

 

 

G51T062 師：那12號呢？ 

G51T063 生：12號的這個角度比較寬（指上端頂角）「比較寬」（比別的圖形

寬），另外二個角的角度比較小。 

 

G51T066 師：那14號呢？ 

G51T067 生：14號沒有直角，然後這一個角比較大，另二個角比較小。 

G51T068 師：那一個角比較大？ 

G51T069 生：這一個（旋轉後正確指出） 

G51T070 師：這個角度大約有多大，和直角相比呢？ 

G51T071 生：比直角大，大約有95度吧！ 

G51T072 師：那15號呢？ 

G51T073 生：它的每一個都不一樣長，然後也是一個角比較大，另二個角比

較小。 

G51T074 師：那15號和14號相比較有什麼不同？它們的特徵你說的很像？ 
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G51T075 生：14號的大角比較接近直角；15號的大角比直角大很多。 

 

    由原案 1、2可以發現小青畫出不同三角形的策略，分別以「直角」、及「其

中一個角比其他三個三角形的任意角都要小」、「角度比較寬（鈍角）」繪製出 2

號、4號、12 號、14 號、15 號三角形。而小青對角度的概念了解是：直角是垂

直九十度的角，並且能夠準確的標出直角的記號。另外他也畫出了「比其他三個

三角形的任意角都要小」的銳角，及「比直角大」的鈍角，並能刻意的控制角的

大小，以造出不同的三角形。由原案 2中也發現，小青對 90 度的角用「直角」

來稱呼，對「比直角大」或「比任意角都要小」的角則沒有用「鈍角」、或「銳

角」來稱呼。 

 

2、 小青認為三角形「朝向不同」，就是不同的三角形。 

   當小青畫好第三個三角形後研究者問他：「第三個三角形和前面二個三角形有

何不同？」小青回答：「3號三角形的方向和前面兩個三角形不同。」原案記錄

如下： 

                 

原案 3     2004.3.14 

G51T013 師：那3號和前面兩個三角形有什麼不同？ 

G51T014 生：方向不一樣。 

G51T015 師：怎樣不一樣？ 

G51T016 生：1號朝上，2號朝左邊、3號是朝下的。 

  

G51T045 師：那5號和前面四個三角形來比較呢？ 

G51T046 生：（指著5號的右側邊）這邊是朝向右邊的。 

 

G51T054 師：那8號呢？ 

G51T055 生：8號是朝下，然後（手指3號）朝下的長度不同。 

G51T056 師：那9號呢？ 

G51T057 生：9號是朝左邊，而且沒有直角。 

G51T058 師：那10號呢？ 

G51T059 生：10號朝向右邊，也是沒有直角。 
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   由原案 3，在這裏小青採取的是以改變三角形「朝向」的策略，來繪製出

不同的三角形；當我問他：「和前面三個三角形有什麼不同？」由原案 3的記

錄，小青區別這三個圖形的依據，不是以「邊長」、「角度」的條件，而是以

「方向」（朝向）這個條件來區別。在後面所畫出來的第 8、9、10 三個三角

形，也可以發現相同的情形。 

 

3、 同樣的三角形圖形經過複製、旋轉後，會認為是不同的三角形。 

    為了進一步確認小青在判定不同三角形的條件時，是否受到「方向性」

的影響，所以我要求小青回頭將第一個三角形描下來，以複製再製圖形的

策略，試圖再釐清小青的概念，原案記錄如下： 

         原案 4    2004.3.14 

G51T017 師：是不是朝的方向不一樣，就是不同的三角形？ 

G51T018 生：不一定。因為有的三角形角度不一樣。 

G51T019 師：比如說，如果把1號旋轉後再畫出另一個三角形，

是不是就和1號不同？ 

G51T020 生：有可能一樣，也有可能不一樣。 

G51T021 師：怎麼說？ 

G51T022 生：因為如果轉了以後，這個邊加長，就不一樣了。 

G51T023 師：那如果老師拿一張紙照著1號的形狀剪下來，像這

樣子（實際操作：複寫1號的外形後剪下），再移到別

的地方，旋轉後畫出另一個三角形，現在這個三角形

和1號是一樣的嗎？ 

G51T024 生：不一樣了！ 

G51T025 師：那再轉一下，（再畫出另一個三角形）這樣子和1

號三角形一樣嗎？ 

G51T026 生：不一樣。 

 

 

    由原案 4，當小青畫好第三個三角形後，我問他「是不是朝的方向不一

樣，就是不同的三角形？」小青用一個不太肯定的說法「不一定」；於是我接
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著改用複製圖形的策略，請小青用描圖紙蓋在原來的師 A4 紙上，把 1號三角

形描下來，然後請小青把描圖紙上的這個三角形剪下來，再將這個三角形旋

轉跟原來圖形不同的角度，照著輪廓描到另一張 A4 的白紙上（圖形二次再

製），然後我問他：「這還是原來的三角形嗎？」小青回答：「不一樣了！」接

著我又請小青再描一個不同角度的三角形，再問小青一次：「那這樣子和 1

號三角形一樣嗎？」小青肯定的回答：「不一樣」。由此可以看出，小青的三

角形概念了解，認為「朝向不同」就是不同的三角形，而原先相同的三角形，

在旋轉之後，也會變成不同的三角形。 

 

4、 小青以改變「邊長」繪製不同的三角形。 

在小青所畫的第四個三角形中，他除了注意到角度的條件，並刻意造出一 

個角度最小的頂角，同時他還刻意拉長兩腰的長度，以造出不同的三角形，原案

記錄如下： 

原案 5  2004.3.14 

G51T029 師：那4號和前面三個三角形有哪裡不同？ 

G51T030 生：4號的其中一個角，比其他三個三角形的任意一個角

都要小。 

G51T031 師：還有嗎？ 

G51T032 生：這二邊的長度比其他三角形的邊長都要長。 

G51T033 師：這二邊的長度有一樣長嗎？ 

G51T034 生：有。 

G51T035 師：那另外三個三角形有沒有二個邊一樣長的？ 

G51T036 生：有。 

G51T037 師：哪一個？ 

G51T038 生：1號的這裡（指二腰的位置），還有2號的這裡（指下

底和右邊）、3號的這裡（左側邊和右側邊）是一樣長的。 

G51T039 師：你怎麼確定是一樣長的？ 

G51T040 生：因為畫起來，只要兩邊有對稱，就會一樣長，差不多

用眼睛就可以看出來。 

 

  

G51T060 師：那11號呢？ 

G51T061 生：11號和1號相比小很多。三個邊的邊長也都短很多。 
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    由原案 5可知，小青除了注意到控制「角度」的這個條件之外，也採用「拉

長兩腰」、「縮短三邊邊長」的方法，以造出不同的三角形，小青認為造形比例類

似（正三角形）的 1號和 11 號，兩者「邊長不同，就是不同的三角形」。另外從

原案 5也發現，小青造出了「兩邊對稱」的三角形，而對「兩邊對稱」的概念了

解為：用目測就能發現「兩邊有對稱，就會一樣長」。在圖形名稱的使用上，則

發現小青並沒有用「等腰三角形」來稱呼「兩邊有對稱」的三角形。 

 

5、 小青以「大小」、「邊長」「方向」及控制「其中一個銳角的角度」區別

出六種直角三角形。 

    小青在訪談中一共畫出了 19 個三角形的圖形，而其中直角三角形就有 6 

種；於是我問他：「怎樣區別出這六種直角三角形？」原案記錄如下：         

            原案 6    2004.3.14 

G51T045 師：那5號和前面四個三角形來比較呢？ 

G51T046 生：（指著5號的右側邊）這邊是朝向右邊的。 

 

G51T047 師：那6號呢？6號也是朝向右邊啊？ 

G51T048 生：不過從1號到6號，只有2號、5號、和6號有直角（主動

在圖形上標記垂直記號） 

G51T049 生：嗯----5號要比6號大一點。 

 

G51T050 師：那7號呢？有沒有直角？ 

G51T051 生：有。（在圖形上標記垂直記號） 

G51T052 師：7號和2號有沒有差別？ 

G51T053 生：這個邊（指7號的斜邊）比較長，這個邊（指2號的斜邊）

比較短。 

 

G51T078 師：那17號呢？ 

G51T079 生：17號它有一個直角（幫它畫上記號），這裏，然後有一

個角比較小。 

 

G51T084 師：你一共畫出幾種直角三角形？ 

G51T085 生：六種。 
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G51T086 師：這六種直角三角形不同的地方在那裏？ 

G51T087 生：方向不一樣，還有三個邊的長度不一樣。 

G51T088 師：除了「直角」，三角形的另外二個角有一樣嗎？ 

G51T089 生：不一樣。 

    小青畫出的直角三角形，按編號排序為：2號、5號、6號、7號、17 號及

19 號六個圖形；當小青畫出編號 5號（即第二個直角三角形時），我問他：5號

和前面四個三角形有那裏不同，事實上我想要探究的是：小青是以什麼條件區別

出 2號和 5號兩個直角三角形；在這裏小青給我一個相當簡潔的答案是「這是朝

右邊的」，以這個條件就將這五個三角形都區隔開了；小青接著又畫出和 5號極

為相似的 6號直角三角形，於是我又再詢問：「那 6號也是朝右邊啊？」結果這

次，小青是以外形的「大小」（5號比 6號大）來做為區隔的條件。 

    後續畫出的 7號圖形，一開始小青可能忘記標上直角記號，因為他畫得很接

近直角三角形，所以我先問他：「7號呢？它有沒有直角？」他才又補上直角記

號；接著我就以外形上最接近 7號圖形的 2號問小青：「這二個直角三角形的差

別在那裏？」小青這次改用「比較對應邊邊長」的方式，比對出兩個直角三角形

的斜邊長度不同。 

    小青最後畫出的二個直角三角形，就以「方向」這個條件來看，很像是「畫

出一對」，和前面四個直角三角形的朝向不同，並且小青是以「畫出其中一個角

度較小」的直角三角形，來造出不同的直角三角形。 

 

6、 小青對「對稱的三角形」的概念了解是「二邊等長」。 

            原案 7    2004.3.14 

G51T038 生：1號的這裡（指二腰的位置），還有2號的這裡（指下

底和右邊）、3號的這裡（左側邊和右側邊）是一樣長的。 

G51T039 師：你怎麼確定是一樣長的？ 

G51T040 生：因為畫起來，只要兩邊有對稱，就會一樣長，差不多

用眼睛就可以看出來。 

    小青誤認為「二邊等長的三角形」就是「對稱的三角形」。 

 

7、 小青畫出的三角形具有「封閉」的特性。 

小青使用尺做繪圖的輔助工具，畫出第一個三角形，這個三角形比較接近「正 

三角形」的形狀，是一個封閉圖形，我請他在三角形的圖形上記上 1號。接著我

詢問他能不能畫出第二個三角形，小青說可以；小青畫出的第二個三角形「有一

個直角」，也是一個封閉圖形；接著再詢問小青：「能不能再畫出不同的三角形？」
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小青在思考過後分別畫出第三個圖形：「方向不一樣的」三角形、第四個圖形：「其

中一個角比前三個圖形小的」三角形、以及後續的 5號~19 號圖形；從小青所畫

出的三角形來看（如圖 1 ），均具有封閉性這個特徵。 

8、 小青對角度的概念了解以「直角」為基準，可以造出比「直角」大，或

比較小的角 

               原案 8  2004.3.14 

G51T067 生：14號沒有直角，然後這一個角比較大，另二個角比較小。

G51T068 師：那一個角比較大？ 

G51T069 生：這一個（旋轉後正確指出） 

G51T070 師：這個角度大約有多大，和直角相比呢？ 

G51T071 生：比直角大，大約有95度吧！ 

G51T072 師：那15號呢？ 

G51T073 生：它的每一個都不一樣長，然後也是一個角比較大，另二個

角比較小。 

G51T074 師：那15號和14號相比較有什麼不同？它們的特徵你說的很

像？ 

G51T075 生：14號的大角比較接近直角；15號的大角比直角大很多。

小青對角度概念的了解是以「直角」為基準來判斷比「直角」大，或比較小

的角。 

 

（二）三角形圖形的辨識： 

在三角形圖形辨識的測驗訪談中，研究者先給小青一張三角形圖形辨

識測驗記錄單（Wu, Ma, & Lan, 2005），請小青在這張記錄單上將他認為

是三角形的圖形以英文字母「T」做上記號，當他做答完畢後，再根據小

青判定的情形以半結構訪談大綱做晤談並記錄，得到結果如下述（如圖

2）： 
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         圖 2 小青三角形的辨識紀錄單 

 

1、小青認為三角形必須具有「封閉」的特性：由小青作答記錄單判定為三角

形者計有：1、6、8、11、10、12 號共六個圖形。 

2、小青認為沒有「封閉性」就不是三角形：由小青作答記錄單沒有做上三角

形記號的計有：2、3、4、7、9、14、16、17、18、19、20 號圖形。其中 4、

14、17、20 號圖形為接近三角形的非封閉圖形，原案記錄如下： 

原案 9    2004.3.21 

G512T059 師：4號為什麼不是三角形？ 

G512T060 生：它其中一個邊有缺一點。 

  

G512T071 師：17號為什麼不是三角形？ 

G512T072 生：都沒有頂點。 

G512T073 師：20號為什麼不是三角形？ 

G512T074 生：它其中一個邊有缺一些。 

 

             

3、小青認為如果圖形是「四個邊、四個角」、「圓角」、「彎曲的邊」、「內凹的

邊」、「外突的邊」、「圓弧的邊」，那這個圖形就不是三角形：小青在記錄單

上將四個邊、四個角的 2、9號圖形、圓弧外突的邊的 3、7號圖形、內凹

弧形的 15、16 號圖形、扭曲的邊的 18 號圖形、以及圓角的 19 號圖形判定

為「都不是三角形」。原案記錄如下： 

            原案 10   2004.3.21 
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G512T055 師：好，那老師問你 2號為什麼不是三角形？ 

G512T056 生：因為它有四個邊。 

G512T057 師：那3號為什麼不是三角形？ 

G512T058 生：因為它的三個邊都有彎曲。 

G512T061 師：19號為什麼不是三角形？ 

G512T062 生：它的頂點附近的邊是圓的。 

G512T063 師：16號為什麼不是三角形？ 

G512T064 生：它的二個邊凹進去。 

G512T065 師：9號為什麼不是三角形？ 

G512T066 生：因為它有一個邊凹進去，它有四個邊。 

G512T067 師：那9號是幾邊形。 

G512T068 生：四邊形。 

G512T069 師：18號為什麼不是三角形？ 

G512T070 生：因為它的三個邊都有彎曲。 

4、 小青認為三角形必須具備的條件有：「有三個邊」、「內角和 180 度」、「三

個邊不能有缺、不能彎曲」、「要有頂點」。 

      我問小青：如果要請他告訴別人怎樣從這張紙上挑選出三角形？去試探

小青對三角形定義的概念了解，發現小青對三角形的定義概念如原案 11 記錄： 

             原案 11    2004.3.21 

             

G512T091 師：如果要請你教別人在這張紙上挑選出三角形，你

會怎麼教他？要怎麼挑出三角形？ 

G512T092 生：必須有三個邊、必須要有頂點、它的邊不能有缺、

也不能彎曲。 

G512T093 師：還有嗎？ 

G512T094 生：三角形內角和一定要180度。 

G512T095 師：還有嗎？ 

G512T096 生：它的邊都不是圓滑形的。 

G512T097 師：還有嗎？ 

G512T098 生：沒有了。 

 

    小青對三角形的定義概念，主要是依據外型這個條件來進行判定；他認為

三角形必須有三個邊、必須要有頂點、它的邊不能有缺、邊也不能彎曲四個條

件，大致上和前面研究者所問的「×號為什麼是三角形？」所得到的答案是吻
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合的；另外也發現，小青注意到三角形的一個幾何性質：三角形的內角和一定

是 180 度。 

5、 小青以實測的方式了解三角形的內角和是 180 度。 

我問小青：11 號為什麼是三角形？小青除了從外型的條件來回答之外，另 

外他提到：因為它的三個角的內角和是 180 度；我繼續追問他：你又沒有量角度

怎麼會知道？小青回答：因為不管是什麼三角形，他的內角和一定是 180 度。原

案記錄如下： 

       原案 12   2004.3.21 

G512T037 師：11號為什麼是三角形？ 

G512T038 生：它有三個邊。 

G512T039 師：還有嗎？ 

G512T040 生：有三個角。 

G512T041 師：還有嗎？ 

G512T042 生：三個邊都有連在一起。 

G512T043 師：還有嗎？ 

G512T044 生：三個角的內角和是180度。 

G512T045 師：你又沒有量角度怎麼會知道？ 

G512T046 生：因為不管是什麼三角形，它的內角和一定是180度。 

G512T047 師：你有量過嗎？ 

G512T048 生：沒有。 

G512T049 師：那你怎麼知道的？ 

G512T050 生：老師上課講過。 

G512T051 師：有沒有實際測量，上課的時候？ 

G512T052 生：有。 

G512T053 師：怎麼測量？ 

G512T054 生：用量角器量每一個角然後加起來就知道了。 

在訪談中顯見小青是以他上數學課的經驗來回答這個答案，是以量角器實測 

加總去驗證出「三角形的內角和是 180 度」這個性質。所以小青強調：「不管是

什麼三角形，它的內角和一定是 180 度。」 

             

（三）三角形圖形的分類： 

研究者在提供給小青進行三角形分類的圖形片中，加入了幾個不是三角形 
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的圖片，請小青在分類之前，將不是三角形的圖片先挑出來，並逐一詢問小青為

什麼這些圖片不是三角形，訪談結果和前面的二次訪談做比對，以確認小青在非

三角形部分的概念了解，詢問結果分析如下： 

1、小青認為不是三角形的圖片有：編號 2號、5號、10 號、13 號四個圖形（如

圖 3）。原案記錄如下： 

     原案 13  2004.3.28 

G513T016 師：請問你，不是三角形的你找到幾個？ 

G513T017 生：四個。 

G513T018 師：哪四個？ 

G513T019 生：二號、 五號 、十三號 、十號。 

2、小青認為「四個邊、四個角」的圖形，不是三角形（如圖 3）。 

 

 

 

 

 

 

3、其他圖形片（三角形）的分類： 

小青第一次的分類將三角形分成五類： 

（1）第一類：有一個直角的三角形：編號 3 號、6 號、7 號、16 號、19 號。 

小青將圖形一共分成了五大類，我問小青：分類標準在哪裡？小青回 

答：「這一類的三角形有一個直角。」於是我再追問小青：什麼是直角？原案記

錄如下： 

原案 14  2004.3.28 

G513T038 師：五大類你怎麼分的，你看什麼地方分的？ 

G513T039 生：這邊然後是----有一個直角的。 

G513T040 師：你指的是那幾個是有一個直角的？ 

G513T041 生：這一個（指其中一組）。 

G513T042 師：這一對有幾號 

G513T043 生：三號、六號、七號、十六號、十九號。 

圖 3 小青認為不是三角形

的圖形 
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G513T044 師：一共有幾個？ 

G513T045 生：五個。 

G513T046 師：五個，這直角是幾度？ 

G513T047 生：九十度。 

 

 

 

 

圖 4 小青三角形的分類~有一個直角的三角形 

（2）第二類：二邊一樣長的三角形（如圖 5）。  

我問小青：第二類的標準在哪裡？小青回答：「其中二邊一樣長。」原 

案記錄如下： 

原案 15  2004.3.28 

G513T050 師：這一類， 這一類是看哪裡？ 

G513T051 生：其中兩個邊是一樣的長。 

G513T052 師：其中兩個邊是一樣的長？ 

G513T053 生：對。 

G513T099 師：好， 那這兩個三角形跟別組三角形有哪裡

不一樣？ 

G513T100 生：他只有兩個邊是一樣長。 

G513T101 師：它有兩個邊是一樣長？  

G513T102 生：對。 

G513T103 師：你找到幾個？ 

G513T104 生：兩個。 

G513T105 師：哪兩個？ 

G513T106 生：一號跟十八號。 

G513T107 師：好， 這兩個三角形有特殊的名稱嗎？ 有

嗎？ 知道還是不知道？ 

G513T108 生：有。 

G513T109 師：有，什麼三角形？ 

G513T110 生：等腰三角形。 

G513T111 師：你確定？ 它是等腰三角形？ 

G513T112 生：對。 

訪談中因為小青在中間插話，所以就先確認正三角形這一類，到最後 
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我才又回到「二邊一樣長」的這一類三角形；這一類小青一共找到 1號和 18 號

兩個圖形，我又再問小青：這一類三角形有沒有特殊的名稱，發現小青以「等腰

三角形」稱之。 

 

 

 

 

        

圖 5 兩邊一樣長的三角形        圖 6 正三角形 

（3）第三類：正三角形：編號 8號、14 號（如圖 6）。 

小青將正三角形也放在第二類中（二邊一樣長的三角形），我請小青將這一

堆三角形編號唸給我聽時，小青發現有兩個三角形是三邊一樣長的，所以就將這

二個三角形再挑出來，原案記錄如下： 

原案 16  2004.3.28 

G513T054 師：只有兩個邊是一樣長嗎？兩個邊一樣長那你覺得

它是幾號？可以唸給我聽嗎？ 

G513T055 生：他三個邊一樣長。 

G513T056 師：那它叫什麼三角形？ 

G513T057 生：正三角形。 

G513T058 師：正三角形？這一類叫做正三角形？ 

G513T059 師：有幾個？ 

G513T060 生：兩個。 

G513T061 師：哪兩個？ 

G513T062 生：八號跟十四號。 

 

（4）第四類：三邊都不一樣長的三角形（如圖 7）。 

         第四類的三角形小青是以邊長的條件去區別，原案記錄如下： 

          原案 17  2004.3.28  

G513T072 師：為什麼是同一類 ？這兩個同一類的原因在哪裡？ 
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G513T073 生：三個邊長都不一樣。 

G513T074 師：三個邊長都不一樣 ，確定嗎？  

G513T075 生：確定。 

G513T076 師：好那這一類的三角形是三個邊都不一樣長的三角形。 

G513T077 師：就這樣子而已？ 

G513T078 生：嗯。 

 

 

 

 

 

圖 7 三邊都不一樣長的三角形      圖 8 二個銳角一個鈍角的三角形 

 

（5）第五類：二個銳角一個鈍角的三角形（如圖 8）。 

    到第五類時，小青第一次以角度的條件來回答：「有二個銳角、一個鈍角」

他一共找到四個相同條件的圖形：原案記錄如下： 

         原案 18  2004.3.28 

G513T079 師：還有咧， 第四類， 這裡？ 

G513T080 生：嗯。 

G513T081 師：這四個三角形 ，你覺得它有什麼特徵跟別組不一樣

的地方？ 

G513T082 生：其中兩個角是銳角。 

G513T083 師：其中兩個角是銳角， 然後呢還有嗎？ 

G513T084 生：剩下的一個角是鈍角。 

G513T085 師：剩下的一個角是鈍角， 好， 你找到幾個？ 

G513T086 生：四個。 

G513T087 師：四個， 哪四個？ 

G513T088 生：四號 、十七號、九號、十二號。 

G513T089 師：OK，這四個都是這樣子？ 

G513T090 生：對。 

G513T091 師：有一個鈍角？ 

G513T092 生：對。 

G513T093 師：有兩個銳角？ 
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G513T094 生：對。 

G513T095 師：這一類三角形你有給它特殊名稱嗎？ 有沒有？ 有

或沒有？ 

G513T096 生：沒有。 

就訪談結果發現，小青可以用角度這個條件來進行區別分類，也能正確判斷

出銳角、鈍角的不同，但對這一類的圖形並沒有以「鈍角三角形」稱之。 

小青第二次的分類情形： 

接著我又試著問小青：能不能用不同的方式再進行分類，這次發現小青採用

角度的條件分成三類： 

（1） 第一類：都是銳角的三角形（如圖 9）。原案記錄如下： 

   原案 19  2004.3.28 

G513T117 師：用什麼方法來分？ 

G513T118 生：其中兩個角是銳角哪一個角是鈍角。  

G513T119 師：你要用鈍角跟銳角來分對不對？ 那現在開始再把它重新

分一下，好，那些 

是銳角的？ 

G513T120 生：這四個。 

G513T121 師：這四個都是銳角。 

G513T122 生：對。 

G513T123 師：你的意思是說他的三個角通通都是銳角嗎？ 

G513T124 生：對。 

G513T125 師：它有沒有鈍角？  

G513T126 生：沒有。 

       為了確認小青對角度的概念，所以我問小青：這一類的三角形三個角都

是銳角嗎？小青回答：「對」。 

 

 

 

 

圖 9 都是銳角的三角形 

（2）第二類：二個銳角一個鈍角的三角形（如圖 10）。原案記錄如下： 
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       原案 20  2004.3.28 

G513T127 師：沒有，那第二類呢？ 

G513T128 生：這個。 

G513T129 師：這邊這個是有鈍角的嗎？ 

G513T130 生：它有一個鈍角兩個銳角。 

G513T131 師：鈍角是指幾度？ 

G513T132 生：九十度或九十度以上的角。 

G513T133 師：九十度或九十度以上的角， 就叫做鈍角是嗎？ 

G513T134 生：對。 

G513T135 師：OK，那請你把每個角的鈍角指給我看， 從最左手邊十

一號，十一號的鈍角在哪裡？ 

G513T136 生：這裡。 

G513T137 師：OK，十五號的鈍角呢？ 

G513T138 生：這個不是。 

G513T139 師：這個不是？ 

G513T140 生：是這邊的。 

G513T141 師：這個是這邊的， OK， 那再來呢？ 

G513T142 生：十一號在這裡。 

G513T143 師：下一個。 

G513T144 生：這裡。 

      

G513T164 師：那你怎麼確定它是九十度或大於九十度？  你用看的？ 

G513T165 生：對。 

G513T166 師：用看的去判斷？  

G513T167 生：嗯。 

G513T168 師：OK，那請問你還有不一樣的分類方法嗎？ 

G513T169 生：沒有了。 

G513T170 師：沒有了，只有這樣？ 

G513T171 生：對。 

G513T172 師：好， 謝謝。 

 

在第一次的分類中，小青已經將這個條件的圖形挑出來；第二次的分類中，

小青只從角度的條件考慮，又再一次挑出這個條件的圖形，所以我進一步的追問

小青對鈍角的概念，結果發現：小青認為鈍角是 90 度或 90 度以上的角。為了確

認小青對鈍角的認知，所以我請小青逐一將他認為是這一類的圖形，一一指出鈍
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角的位置，發現小青將「直角」也歸類為「鈍角」。  

 

 

 

 

 

      圖 10 二個銳角一個鈍角的三角形 

 

（四）小青在「吳-薛氏 van Hiele 幾何層次認知發展測驗」的測驗結果： 

  本研究主要探討重點在小青的三角形概念，抽檢小青在三角形概念的測驗作

答情形：第一部份通過率為 1.00、第二部份的通過率為 1.00、第三部份為.70，

詳如表 2所示： 

表 2  小青在「吳-薛氏 van Hiele 幾何層次認知發展測驗」的通過率 

測驗部份 總題數 答對題數 答錯題數 通過率 

第一部份視覺層次 9 9 0 1.0 

第二部份描述層次 7 7 0 1.0 

第三部份理論層次 10 7 3 .700 

合計 26 23 3 .885 

 

分析小青在筆試部份答對與答錯的題型，根據選項，剔除互有矛盾的選

答，得到小青在三角形概念的認知情形如下： 

（一）、屬於視覺的層次 

1、三角形必須有封閉性。 

2、邊必須是直的，外突、內彎、曲線的邊都不是三角形。  

3、認為太扁、狹長的三角形（大鈍角），是三角形。 
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4、三角形邊的粗細不影響判斷。 

5、認為不同朝向的三角形也是三角形。 

6、著色與否不影響判斷。 

（二）、屬於描述的層次 

1、三角形有三個邊。 

2、三角形有三個頂點。 

3、認為所有三角形內角和都是 180 度。 

4、認為直角三角形有一個直角。 

5、認為等腰三角形二個邊相等。 

6、認為等腰三角形中有兩個角相等。 

7、認為正三角形的三個角都是 60 度。 

8、認為正三角形三個邊都一樣長。 

9、無法判定兩個直角三角形可以拼成一個長方形。 

（三）、屬於理論的層次 

1、能推論出圓心角至圓周上之任意兩點所連成之三角形，必有兩角相等。 

2、認為等腰三角形若頂角為 60 度則推論為正三角形。 

3、認為直角三角形若其中一角為直角，則推論出另二角相加為 90 度。 

4、若等腰三角形的頂角為 60 度時，推論出三邊等長。 

5、認為正三角形是等腰三角形，且等腰三角形也是正三角形。 

6、認為直角三角形若有兩角相等，則一定是等腰直角三角形。 

7、認為等腰直角三角形一定是直角三角形。 

8、能推論出兩個相異的直角三角形，其兩銳角和相等。 

9、能推論出鈍角三角形中兩銳角的和小於 90 度。 

10、 能推論出銳角三角形中兩角和大於 90 度。 

11、 能推論出圓心角至圓周之兩相異線段等長。 
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12、 認為等腰三角形兩對邊等長、一對角相等、且能根據底角角度推論出頂

角角度。 

 

    根據作答情形及概念分析，小青在第一部份視覺層次的測驗通過率達到

1.00，第二部份的描述層次通過率也是全部答對 1.00、第三部份理論層次通過

率稍低通過率為.700，對照 van Hiele 的層次理論，顯現小青在三角形概念的了

解情形，已達到理論的層次(Level 3)。 

 

二、小青的三角形認知發展，在知覺性、操弄性、構圖性、論述性瞭解的發展

狀況： 

    綜合三段結合實物操弄的半結構性訪談及紙筆測驗結果，依據 Duval 理

論，以下就小青的知覺性、操弄性、構圖性、論述性瞭解的發展狀況分別陳述： 

（一）小青三角形概念的知覺性瞭解： 

1、三角形必須具有封閉性的特徵。 

2、「缺了一個角」的三角形，就不是三角形。 

3、「缺了一個邊」的三角形，就不是三角形。 

4、「圓弧的三角形」，不是三角形。 

5、「扭曲的邊」的三角形，不是三角形。 

6、「圓弧的角」的三角形，不是三角形 

7、邊不能彎曲。 

8、看起來像「正三角形」的圖形，易判定為「是正三角形」。 

9、直角的角度是 90 度。 

 

（二）小青三角形概念的操弄性瞭解： 

1、一個三角形經過旋轉後，就不是原來的三角形。 

2、三角形的朝向不同，就是不同的三角形。 
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3、以實測方式了解三角形的內角和是 180 度。 

4、以改變三角形邊長的策略來造出不同的三角形。 

5、根據三角形的外形分類，可以分成： 

（1）以邊長來區分： 

a.二邊一樣長的三角形。 

b.正三角形。 

c.三邊都不一樣長的三角形。 

      

（2）以角度來區分： 

1、有一個直角的三角形：其中一個角是 90 度。 

2、二個銳角一個鈍角的三角形。 

3、都是銳角的三角形。 

4、將直角三角形也歸類為鈍角三角形。 

（3）利用旋轉的方式找到不同類型的三角型。 

 

（三）小青三角形概念的構圖性瞭解： 

1、三角形的三個邊必須是「黏起來的」。 

2、三角形必須有三個「直的」邊，三個「尖的」角。 

3、三角形有三個頂點。 

4、對稱的三角形其兩邊等長。 

5、三角形的邊必須是直線，不能扭曲、不能彎（弧線）。 

6、正三角形必須三個角都相等。 

7、任意三角形的三個內角相加都是 180 度。 

 

（四）小青三角形概念的論述性瞭解： 

1、直角三角形若有兩角相等則必為等腰直角三角形。 
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2、無法判定兩個直角三角形可以拼成一個長方形。 

3、認為直角三角形若其中一角為直角，則推論出另二角相加為 90 度。 

4、能根據等腰三角形之底角角度推論出頂角角度。 

5、若等腰三角形的頂角為 60 度時，推論出三邊等長。 

6、認為正三角形是等腰三角形，等腰三角形也是正三角形。 

7、能推論出鈍角三角形中兩銳角的和小於 90 度。 

8、能推論出銳角三角形中兩角和大於 90 度。 

9、能推論出圓心角至圓周之兩相異線段等長。 

10、 能推論出圓心角至圓周上之任意兩點所連成之三角形，必有兩角相

等。 

伍、結論與建議 

    綜合研究結果發現：小青在三角形圖形繪製部份，採取徒手作圖的方式，

一共畫出了 19 種他認為不同的三角形，這些圖形均具有封閉性、及三個直的

邊、三個尖的頂點的特徵；在繪製的過程中，發現小青採取的策略分別是以改

變圖形的「邊長」、「角度」、「大小」、「朝向」等條件，藉以造出不同的三角形；

在小青所畫出的 19 種圖形中，有六個直角三角形，小青均能清楚的指出直角

的位置，並且說明直角就是垂直九十度的角。為了進一步確認小青在判定不同

三角形的條件時，是否受到「方向性」的影響，所以採取複製再製圖形的策略， 

進行確認，結果發現：小青對相同的三角形經過再製旋轉後，就會認為是不同

的三角形。另外發現小青也畫出了具有二邊等長特徵的「對稱的三角形」，但

小青並沒有用「等腰三角形」的名稱來稱呼它。 

    在三角形圖形的辨識部份：小青能夠依據三角形的條件將圖形準確的判定

出來，非三角形的部份也能夠完全的予以排除，並且小青能夠以幾何的性質分

別陳述理由；如小青認為三角形的條件必須是「有三個直的邊」、「三個尖的角」

的封閉圖形，「三角形的內角和是 180 度」、「三個邊不能有缺、不能彎曲」、「要

有頂點」；對角的概念了解則是「由兩條直的邊所組成」，「只要有一邊是彎曲
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的就不是角」。小青認為如果圖形是「四個邊、四個角」、「圓角」、「彎曲的邊」、

「內凹的邊」、「外突的邊」、「圓弧的邊」，那這個圖形就不是三角形。 

    對照小青在三角形的分類測驗的訪談也發現，小青能夠將「非三角形」的

圖形先歸為一類並予以排除；然後小青分別依據「邊長」、「角度」的條件將三

角形分成了「二邊一樣長的三角形」、「正三角形」、「三邊不一樣長的三角形」、

及「有一個直角的三角形」、「二個銳角一個鈍角的三角形」、「都是銳角三角形」

等種類。過程中發現的小青將直角三角形也放在二個銳角一個鈍角的三角形

中，經提問後發現：小青將直角也歸類為鈍角的一種。 

    檢視小青在紙筆部份的測驗結果，也發現小青在三角形部份的概念了解情

形與訪談的結果是吻合一致的；小青在「吳-薛氏 van Hiele 幾何層次認知發

展測驗」的測驗作答情形：第一部份（視覺的層次）通過率為 1.00、第二部

份（描述的層次）的通過率也是 1.00、第三部份（理論的層次）通過率為.70；

紙筆測驗除了用以對照訪談結果，另外也呈現小青三角形概念中推論部份的概

念了解情形：如小青已能夠由等腰三角形、直角三角形之已知條件推論未知的

角度或邊長（兩腰）的關係。 
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Abstract 

 The purposes of this research was to (a) study Sheau-Ching, a visual type child, 

regarding her triangle concept, and (b) to analyzed the concept development based on 

Duval’s Theory, perceptual, sequential, discursive, and operation apprehension. The 

researcher tried to understand and analysis the development of visual type children. 

The data were collected via four intensive semi-structured interviews, and a 

paper-and-pencil geometry cognitive development test.   

During the semi-structured interviews, the participant was giving tasks of creating, 

recognizing, classifying, and touching triangles. The participant demonstrated that she 

met the obstacles and special cognitive development. The results of this study would 

help researchers to understand the geometry concept development of the visual 

children. 

Key words: visual type, triangle concept, Duval Theory (perceptual, sequential 、

discursive, operative apprehension   
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