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摘    要
 本研究旨在探討數學探究教學如何提升學生數學解題能力，透過個案研究

的設計，以四位不同數學成就的七年級學生為研究對象，其中高成就與低成就

各一位、中成就兩位；主要透過「任務為基礎的訪談」 (task-based interview) 
，輔以「課室觀察」、「學習日誌」與「教學日誌」進行資料的收集。研究結

果發現高成就學生因為其他同學優異的探究表現，促使她改變解題信念，提升

「回顧問題」的能力；其中一位中成就學生透過探究教學中的自主探索與接受

同學挑戰，展露更佳的「暸解問題」與「回顧問題」能力；另外一位中成就學

生，利用探究教學中解釋自己與組員想法的機會，提升「解決問題」與「回顧

問題」能力；低成就學生則是在探究教學中，藉由其他同學的畫圖解題方式得

以提升個人整體的解題能力。
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壹、前言

自「九年一貫課程改革」推行以來，國民中、小學數學教育開啟一個嶄

新視野，強調以「學習者為主體，以知識的完整面為教育的主軸」（教育部，

200�，頁19），此理念與當今數學教育改革之趨勢一致（如 National Council of 
Teachers of Mathematics [NCTM], 2000）。隨著這波改革，教學不能再停留於

過往的講述式教學，必須轉而協助學生成為「獨立的學習者」 (Feiman-Nemser, 
2001) 。「數學探究教學」 (mathematics inquiry teaching) （或稱探究教學）

便據此油然而生，因為在數學探究教學中，教師必須幫助學生藉由「臆測」 
(conjecture) 、「推理」 (reasoning) 、「論證」 (arguments) 、「討論」、「解

釋」等「思考數學」的行為，主動參與建構知識的過程，這將有助學生成為獨

立的學習者 (Brown, Wilson, & Fitzallen, 200�) 。
另外一方面，長久以來「數學解題」都是數學教育工作者關注的焦點（如 

Polya, 19�5）。對學生而言，解題不僅是學習數學的目標，也是學習數學的

主要手段 (NCTM, 2000) ，因此發展「數學解題能力」，直接影響學生的數學

學習，部分學者甚至認為培養數學解題能力就是學習數學的代名詞 (Brown, 
Wilson, & Fitzallen, 200�) ；是故發展數學解題能力之重要性，不言可喻。

文獻指稱「數學探究教學」能有效率提升學生的「數學解題能力」 
(Whitin, 200�) ，然而文獻並沒有深入探討其關聯。迄今，我們仍不明瞭「數學

探究教學如何幫助學生提升數學解題能力」，也不清楚「提升哪些數學解題能

力」，此外，對於「不同數學成就學生而言，有何差異」，釐清這些問題，將

一、有助於實施探究教學；二、更深度的提升學生的解題能力；三、幫助不同

成就學生的學習；有鑑於此，本研究目的如下：探討數學探究教學對四位不同

成就的七年級學生數學解題能力之影響。
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貳、文獻探討

一、	數學探究教學

英國教育技能部 (Department for Education and Skills [DfES], 2001, p. 21) 主
張「探究是數學的核心，探究技能可以讓學生問問題、定義探究的問題、計畫

研究 (plan research) 、預期結果 (predict outcomes) 、推論與作結論」。 Whitin 
(200�) 提出六個數學探究教學的重要特徵 (key feature) ：（一）細心觀察；

（二）採用多元的觀點；（三）引起 (raising) 題；（四）提供臆測；（五）設

計與執行計畫；（六）反思這個結果。 McNeal 與 Simon (2000) 認為數學探究

教學是：（一）由老師或學生佈題；（二）學生在小組中工作；（三）教師要

求學生提出具說服力 (persuasive) 的論證；（四）並且學生討論這些論證。因

此，教師與學生在數學探究教學中的工作，分別如表1：
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綜合上述，數學探究猶如數學的「實驗」或「探索」過程，包含「問題－

臆測－論證－精緻」的循環程序。首先（一）學生可以自己產生欲探究問題

（也可由老師佈題引發）；（二）接著產生對題目的一或多個想法（臆測）；

（三）並對這個想法提出數學的解釋（論證）；（四）再接受其他學生的挑

戰，修改這個想法（精緻）；（五）並可再度回到（一）產生新的探究問題。
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二、數學解題能力

Polya (19�5) 認為解題包含四個階段：（一）瞭解問題：強調瞭解題目的

已知與未知，即識別清楚解題所需為何；（二）擬定計畫：解題者必須將階段

（一）中的所有資訊整合起來，藉此獲得解題想法；（三）執行計畫：解題者3
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本研究並搭配 Siegel、Borasi與 Fonzi (199�) 的探究環，提出探究教學架構

如表2：
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必須仔細謹慎的執行解題步驟；（四）回顧：解題者必須重新審視自己的解

答、討論它並在必要時精緻它。基於 Polya (19�5) 和 Schoenfeld (19�5) 提出四

個類型的知識，用來解釋解題者的行為：（一）資源：一個人的基本數學知

識或數學程序的知識；（二）啟發法 (heuristics) ：關於解題的策略或技巧，例

如逆回去計算、畫圖等；（三）控制：解題時的後設認知，包括如何，以及

何時使用何種資源或策略等；（四）信念：解題者的數學本質觀，可以決定

一個解題者如何解題。上述中， Schoenfeld 尤其強調「控制」（後設認知）的

重要。更進一步， Garofalo 與 Lester (19�5) 討論解題中的四種「後設認知」活

動：（一）「定位」 (orientation) ：包含理解策略、分析問題的條件與訊息、

評估題目的熟悉度、評估問題的難度與成功機會、初步與進階的表徵問題等；

（二）「組織」 (organization) ：關於找出目標與擬定計畫、子計畫等；（三）

「執行」 (execution) ：包括局部行為、監控程序與計畫等；（四）「驗證」 
(verification) ：意謂衡量決策與執行計畫的結果。 Mayer (1992) 認為解題是由

「認知程序」 (cognitive processing) 所引導的，包括四個步驟：（一）「問題轉

譯」是解題者將題目的敘述轉化到內部心理模式，即是解題者解釋和表徵題目

的過程；（二）「問題整合」是將片斷的資訊，整合至一致性的結構，為下一

個步驟作準備；在（三）「解答計畫」中，解題者形成具體的解題計畫；並在

（四）「解答執行」中，逐步執行所擬定的計畫。

本研究擬以 Garofalo 與 Lester (19�5) 的看法作為「後設認知」定義，

因為（一） Garofalo 與 Lester 的研究是整合 Polya 與 Schoenfeld 所產生的，

較具完整性。（二） Garofalo 與 Lester 是以國中生為主，與本研究較相關

（Schoenfeld, 19�5的研究以大學生為主），因此 Garofalo 與 Lester 考慮更多

年輕學生的問題，如認知資源的缺乏，同時也涉及課室文化、教學與後設認知

上的關係 (Goos & Galbraith, 199�) 。（三） Schoenfeld 的研究較缺乏研究上的

信、效度。

綜合上述，本研究以 Polya 的理論為主軸，並輔以其他學者的觀點，使 
Polya 的理論更加完善，包括：（一） Mayer (1992) 的「認知程序觀點」：

例如學生如何轉譯問題、從先備知識發展策略進行解題；（二） Garofalo 與 
Lester 的「後設認知」觀點：例如解題過程中是否瞭解目標為何，如何修正自

己的解題思維，與解題後如何重新精緻這些策略；（三） Schoenfeld 的「信

念」觀點：例如解題者的信念與學習動機為何。整合成本研究對解題能力之定

義。
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三、數學探究教學、數學解題教學與小組合作學習

 Yore、Pimm 與 Tuan (200�) 認為解題和探究是兩個平行的辭彙，只是一個

通常被用在數學教育，相對的另一個則是用在科學教育之中。然而探究的一些

特點，更能幫助學生學習。例如探究所強調的精神，比解題提供了更多瞭解學

生思考的機會，因為探究強調的「臆測」與「論證」（或證明），較能充分顯

露學習的過程 (Lederman & Niess, 2000) 。 Borasi (199�) 認為解題是指問題由教

師設定，並且教師已預先知道解答。然而在探究的模式下，學生參與在一個更

開放與產生性 (generative) 的過程，在事前不管是教師或學生都可能不知道探究

結果，並且學生通常主動的融入關於探究的方向與範圍的決策。

「小組合作」被視為實施探究教學的一種策略 (National Research Council,  
2000) ，符合當代對於改革取向教學的要求，例如 Elbers (200�) 所提出的「探

究的社群」 (community of inquiry) ，意謂學生使用研究者的態度進行學習，透

過同儕的討論、溝通與反思，共同建構數學知識。 Staples (200�) 的「全班性的

合作探究」 (whole-class collaborative inquiry) 。他認為改革取向的潮流，是讓學

生有機會能在「學習者的」社群中建構知識。

參、研究方法

本研究為個案研究，以同組四位不同數學程度學生為個案，使用「任務為

基礎的訪談」 (task-based interview) ，作為分析學生「解題能力」的主要依據。

並以「課室觀察」記錄學生在探究教學中的表現，再搭配學生與教師在探究教

學課程後撰寫的「學習日誌」與「教學日誌」，進行整體性的分析。

一、研究情境

本研究在七年級上學期的數學課進行，教學單元是「一元一次方程式的

應用」，接續在「以符號列式」、「一次式的運算」、「一元一次方程式的解

法」單元後實施，為期五週，每週六節，共三十節課，期間經歷四次課程（課

程內容如附錄一）。選取此單元的原因是：（一）傳統的教學方式，導致學生

在此單元的學習困難，如無法依據題意列出方程式等 (Vlassis, 2002) ，本研究
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擬透過探究教學提升學生在此單元的學習成效。（二）學生在這個單元中有較

多「應用」數學知識的機會，必須思索如何解題，非單純記憶公式，這有利於

探究教學的實施 (DfES, 2001) 。
本探究教學是以小組合作的方式進行。依照學生暑期輔導數學成績與第一

次段考數學成績的平均，以S型方式分組，共分七組，每組四人，包括一位高

數學成就（前25％）、二位中數學成就（中間50％）及一位低數學成就的學生

（後25％），其中一組僅三人（全班共2�人，男生10人，女生1�人）。

二、探究教學活動設計

探究教學活動設計係參考 Borasi (199�) ，以（一）學生易錯誤之題目（答

案不是立即可知，可引發較多討論）；以及（二）有多種解法，可以提供學生

論證機會（對自己想法提出說明），為設計理念；同時參考各版本教科書、參

考書與段考中常見問題設計而成。圖1是研究者改編自部編版（國立教育研究

院籌備處，200�，頁1��）之範例：

據說希臘數學家丟番圖的墓誌銘，是一首藏著他年齡的詩謎，依據下面的文

字，你可以解出這個謎嗎？

童年占他六分之一的人生，又過十二分之一，人已鬍髯如戟，再添七分之

一的年歲，點燃起結婚的蠟燭。五年之後，天賜麟兒，可惜這位遲到的寶貝，

享年僅及其父之半，便進入冰冷的墓。悲傷只有用數論的研究去彌補，又過四

年，他也走完了人生的旅途。

圖1  探究活動範例：丟番圖墓誌銘
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初步設計完成教案後，研究者與研究團隊（二位資深國中數學教師與一位

數學教育專家學者）進行討論，確保教學活動之可靠性。
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三、探究教學範例

表�是本研究探究教學的範例。其中在（三）「溝通與形成結論」階段，

可看到學生提出不同想法，進行「論證」（陳述為何其論點為真）的過程，此

為探究教學的最大特色。
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四、訪談任務設計

關於訪談任務設計，首先考量（一） Yerushalmy (2000) ，他認為訪談中的

任務，需讓受訪者感受情境（可以有較深入的解題思維）；並能呈現豐富的解

題歷程（有利於分析解題能力）。其次，（二）我們從探究教學活動，選出較

具代表性的問題，設計結構相仿的訪談任務。這些訪談任務，可依據解題條件

分成「速度」、「年齡」與「餘數」等三類（表�）。設計訪談任務的過程與

探究教學活動設計過程相似，也歷經與研究團隊討論、修正的程序。
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五、數學解題能力評量

本研究使用兩種方式（量與質）來分析解題能力。

（一）解題能力量化分析量表 

此量表 (Szetela & Nicol, 1992) 是以 Polya (19�5) 的解題架構為基礎，內含

三個向度：「瞭解問題」、「解決問題」與「回答問題」。因此「瞭解問題」

與解題者是否識別清楚解題所需有關；「解決問題」與解題者如何「擬定計

畫」有關；「回答問題」與解題者如何「執行計畫」有關。然其中缺乏對「回

顧問題」的評量，經研究團隊討論後加上此向度，以0－2分描述學生在回顧問

題的表現，其中2分意味能夠精緻原本的解題策略，發展出更佳的解題方式；

或是能夠以其他合宜的方式解題（評分範例見附錄二）。
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 (Szetela & Nicol, 1992)  
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（二）解題能力質性分析標準

本研究團隊依據 Polya (19�5) 的架構自編而成。依其架構，有效率的解題

應該包含：1.能夠清楚瞭解題意，說明題目的條件；2.能夠流暢的使用數學知

識，提出解題策略進行解題；�.當解題遇到挫折時，能重新組織題目的資訊，

提出不同的策略；�.能判斷答案是否合理，並有能力提出不同的解題策略。上

述將提供本研究在質性分析時的標準。
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六、研究參與者

本研究學校位於南投地區，屬中小型規模，全校共21班，部分學生是原住

民。整體而言，學生成績表現略差。本研究選取七年級的一個班級作為個案班

級，主因（一）該班學生較活潑，有利於探究時討論活動的進行；（二）此班

級數學成績屬該校的中上程度，有一些表現較突出的學生，可在探究時，作為

領導者的角色。

為了深入探討不同成就學生的解題能力，以及瞭解同組內的互動，我們刻

意選擇一個組別為參與者。選取該組的原因是該組學生彼此有良好的互動，也

很投入於探究教學。介紹如下（匿名）：

1. 怡璇：女生，高成就。個性內向，很用功也很積極，上課總是以很認真

的表情在聽講，不過遇到問題時都不曾發問，也不喜歡發表想法，但私

底下是一位很有想法的學生。

2. 紹庭：男生，中成就。上課反應很冷淡，從他上課時的表情及反應，很

難看出他是否理解老師教的內容，喜歡寫一些簡短的算式來突顯自己的

數學能力，但有時不知所云。此外，計算能力不佳，易有小錯誤。

�. 雅慈：女生，中成就。在班上成績並不突出，上課也很少回應，平常上

課很少注意到她。但她的口語表達能力很不錯，曾多次代表班上參加演

講比賽，只是在數學課並不常發言，可能是因為成績沒有很好，比較有

顧忌。

�. 婉伶：女生，低成就。個性非常活潑外向，非常喜歡表現自己。上課最

有反應且回答最大聲，可惜數學程度不佳，所以常會回答錯誤，不過每

次被其他同學取笑時，她似乎不太在意，很開朗的女生。

七、資料來源

資料來源有四，說明如下：

（一）任務為基礎的訪談

採一對一，每位學生一小時，並於過程中錄影。分別在探究教學前後實施

（共兩次），每次需回答三題訪談任務，各類一題（表�）；目的是瞭解學生

在探究教學前後，解題能力的差異。前後訪談任務，結構相仿但不一致。訪談
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程序是先讓學生自己解決訪談中的「任務」，接著研究者依據學生的解答，詢

問學生「瞭解問題」、「解決問題」、「回答問題」與「回顧問題」等四個向

度之相關問題，例如：1.請概略解釋題意與題目所求。例如什麼是已知數？什

麼是未知數？題目的條件為何？（瞭解問題）2.請說明你如何解決這個問題？

怎麼想到這個解題策略的？如果沒有想出解題策略，那麼你的困難在哪？（解

決問題與回答問題）�.你如何驗證你的答案？是否還有其他解題方法？（回顧

問題）。此外，在教學後訪談並增加�.探究教學對你解題上的影響？等相關問

題。

（二）課室觀察

    利用錄影、錄音與相機記錄探究教學之情形。

（三）學習日誌

在每次課程結束後撰寫。目的是瞭解學生在探究中的學習與其解題思維，

透過學生敘述探究過程中的心得，並對解題進行反思與回顧。如1.在這次教學

活動中，我學到…（如數學知識、解題能力、探究技巧或是其他）2.在這次教

學活動中，我印象最為深刻的是…�.在這次教學活動中，你覺得自己解題的表

現如何？

（四）教學日誌

在每次課程結束後撰寫。教學後，研究者會針對每堂課的教學進行記述性

的描述與反思，包括記錄小組討論情形，教學對話，學生學習表現等，作為輔

助分析之用。如：1.此次的上課過程的摘要描述。2.此次探究教學過程中，個

案學生的學習表現。

八、資料分析與編碼

資料分析，可分為兩個階段。第一階段先對「訪談」與「課室觀察」的錄

影、錄音進行必要的轉錄。接著依據學生在訪談中的表現，使用「解題能力分

析量表」（表�）與「解題能力質性分析標準」進行初步的評分與註解（描述

個案解題能力）。這個過程，是由研究團隊先共同檢視個案在訪談中解決任務

的過程，先在轉錄稿中寫下關於個案解題能力的註解，並給予初步的評分，評
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分者信度介於.�9-.9�之間，對於爭議之處（評分不一致），研究團隊進行反覆

的磋商與討論，直到達成共識。

第二階段的分析，是從上述四種不同資料來源，整體性的分析探究教學如

何影響學生的解題能力。依據 Warfield、Wood 與 Lehman (2005) 的質性資料分

析程序，先將上述四種不同資料來源逐一檢視，接著進行互相比較，瞭解其關

聯，藉此勾勒探究教學對解題能力的影響。

本研究使用「資料來源-日期」作為編碼的依據，如2009年1月1日「學習日

誌」上所寫的內容標示為「SJOUR-090101」。其他代碼說明如下：課室錄影或

錄音，「REC」；訪談，「INT」；教學日誌，「TJOUR」。

九、三角校正

本研究使用「資料來源」與「分析者」的三角校正。例如研究者在分析學

生的解題表現時，會仔細檢視本研究蒐集的不同資料，並且透過研究團隊的分

析與討論，才做最後的論述。諸如表�，研究者對怡璇回顧問題能力的詮釋，

係透過四種不同資料 (INT、REC、SJOUR、TJOUR) 交叉檢驗，以及與研究團

隊討論後，才形成共識：

13

6
 (INT REC SJOUR TJOUR)

6

(TJOUR-09
0108)

 R1 R2 R3
R1
R2 …

…

R3 R2 …

INT
(081024)

REC
(081031) 

…

…

…

x …

SJOUR
(081226) 

TJOUR
(081027) 
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肆、發現與討論

一、怡璇的解題表現

表�可以發現怡璇在教學前後訪談，「瞭解問題」、「解決問題」與「回

答問題」等向度皆有不錯的表現（�.�、�、1.�分；�.�、�.�、2分）；「回顧問

題」在教學前表現不佳（0.�分），但在教學後訪談提升到1.�分，這似乎意味

實施探究教學後，她具備更多提出不同解題策略的能力。

13

6
 (INT REC SJOUR TJOUR)

6

(TJOUR-09
0108)

 R1 R2 R3
R1
R2 …

…

R3 R2 …

INT
(081024)

REC
(081031) 

…

…

…

x …

SJOUR
(081226) 

TJOUR
(081027) 

13

6
 (INT REC SJOUR TJOUR)

6

(TJOUR-09
0108)

 R1 R2 R3
R1
R2 …

…

R3 R2 …

INT
(081024)

REC
(081031) 

…

…

…

x …

SJOUR
(081226) 

TJOUR
(081027) 

7

3.3/4 3/4 1.7/2 0.3/2 
3.7/4 3.7/4 2/2 1.7/2 
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（一）教學前訪談，怡璇的「回顧問題」向度表現不佳，與其解題信念有關

怡璇在教學前訪談獲得不錯的分數，她都是以設未知數與列方程式（代

數）來解決這些任務，但只要無法使用代數解題時，就會放棄。以教學前訪

談－速度問題（表�）為例，怡璇不知道如何假設此題的未知數，因而無法作

答，當研究者（訪談者）進一步要求她嘗試其他策略時，她認為不用代數解

題，就不能算是「數學的解法」：

訪：這題為什麼不會做？

怡：我是看得懂題目，但這不能用數學式子（代數方式）來做運算，我就沒寫了。

訪：那如果用紹庭的方法呢（非代數方法）？妳認為呢？

怡：我覺得那不能算是數學的解法。（INT-0�102�）

因此她在「回顧問題」表現不佳，顯示她缺乏思考不同解題策略的能力，

歸究其原因，可能是她的解題信念中，不能接受多樣的解題路徑（見表�，
INT）。

（二）其他同學在探究教學中的優異表現，刺激怡璇改變信念

隨著探究教學的進行，怡璇有機會接觸同組其他同學展現許多不同的解題

方式（如紹庭，圖�），並且有時這些代數以外的解題方式能更有效的解決問

題，怡璇逐漸對她的解題信念感到懷疑，經一番掙扎後，也願意學習其他同學

的解題方式：

怡璇剛開始滿排斥探究的上課方式，因她認為一個題目不可能有不同解法，所以在探究教學

中，她也不願意思考其他的解題方法；相較於其他組員的投入（擁有多元的解題思維）讓她

感到挫折，但怡璇是一個好勝心很強的學生，探究教學對她的幫助是讓她感受其他組員的長

處，激起她的鬥志。（TJOUR-0�102�）

雖然這次的課程表現不是很理想，但是看到其他人的優異表現更能激發我的上進心，就是不

想輸給別人，下次我會贏回來的。（SJOUR-0�102�）

怡璇是高成就的學生，她的學習效率優於其他同學，因此在這些訪談任務

中，她能較熟悉的使用代數解題，並認為這就是唯一的解題方式。然而在數學
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探究中，不強調解答的「權威性」 (Siegel, Borasi, & Fonzi, 199�) ，注重解題歷

程，鼓勵學生用多元方式解題，因此其他同學有機會在探究教學活動中展現不

同的解題策略，解決怡璇不會的問題；這挑戰著她的信念，同時這也激起她的

企圖心，她不願意輸給那些成績比她差的同學，於是逐漸願意接受這些代數以

外的解題方式。特別說明，在此並非強調代數的解法不好，只是解題能力應包

括靈活的使用解題策略。

（三）探究教學促進怡璇整合先前的數學知識，提升「回顧問題」能力

當怡璇逐漸改變信念時，她開始學習同組其他學生的非代數解法（如紹

庭），並在教學後訪談能提出多種不同的解題策略（如比例），提升「回顧問

題」能力。以教學後訪談－速度問題為例（表�），怡璇在之前都是慣用代數

來解此類問題，但在教學後訪談，她並沒有因為列方程式受挫就放棄，反之她

嘗試從先備知識發展解題策略（圖2）。

圖2中，她很巧妙的利用「速度的倒數比」（把        ，轉換成        ，比較

每公里的時間差距）和「除法」（10分鐘是    的幾倍）解題成功。這個策略是

從先備知識發展而來，因在國小階段，學生就學習過類似的追趕問題，在此的

特別之處是怡璇能夠將每小時公里，轉換成每公里小時來解題，展現靈活的思

維。

從 Mayer (1992) 的解題認知程序來看，先備知識在解題中扮演重要角色，

因為先備知識牽繫「主動認知」的成功與否。探究教學中，學生擁有許多自主

探索的機會，並有機會與其他同學溝通討論這些探索的想法，這個過程可活化

學生的先備知識，因為當學生在主動探索問題時，都是由先備知識開始思考。

2

公里

小時

小時

公里1
�0
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二、紹庭的解題表現

表�可以發現紹庭在教學前「瞭解問題」表現較差，僅得1.�分，另外「解

決問題」、「回答問題」也沒有很突出（2.�、1分），因為他很容易出現計算

上的錯誤。但「回顧問題」卻是紹庭的長處，在解題過程中，他能提出許多不

同的解題策略，因此教學前後都能獲得不錯的分數（1.�、2分）。

8

1.3/4 2.7/4 1/2 1.7/2 
4/4 3/4 1.3/2 2/2 

18

2

10
30
1

 Mayer (1992) 

8 1.3
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1.7 2

8
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4/4 3/4 1.3/2 2/2 

3

2
3 4

1
2
3 x

2
3 x 3

3
2 x

6 3

19

3 6

3

2
3 x x 6

2
3 1

2
5

10÷
2
5 4 1

2
3

6

… INT-081024

19

3 6

3

2
3 x x 6

2
3 1

2
5

10÷
2
5 4 1

2
3

6

… INT-081024



數學探究教學對數學解題能力提升之個案研究

101

訪：你的假設好像跟題目的意思不一樣？

紹：有嗎？我也不知道…可能是有時候腦筋容易打結吧，我也沒辦法阿！（INT-0�102�）

（二）探究教學中的小組討論，幫助紹庭「瞭解問題」

在後面的探究課程三中，我們也討論一些類似的速度問題，紹庭便將這

個訪談任務提出來，作為「反思與精緻化」階段的探究議題。討論過程中，雅

慈、怡璇的解題想法扮演關鍵角色：

           

19

3 6

3

2
3 x x 6

2
3 1

2
5

10÷
2
5 4 1

2
3

6

… INT-081024

20

1
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上述我們發現探究教學中，雅慈、怡璇透過討論，分享彼此的解題方式，

幫助紹庭「瞭解問題」，可見探究教學中的論證（分享或解釋自己的想法）對

解題能力很有幫助，不僅促進自己思考，也能幫助對方更瞭解題意。

（三）教學後的訪談，紹庭展現更精緻的「回顧問題」能力

透過進一步的質性分析，我們發現紹庭在教學後訪談，有著更精緻的回

顧問題能力，能靈活的使用解策略，並更加監控他的解題行為。例如教學後

訪談－餘數問題（表�），他除了能以代數作答，也能巧妙的運用「比例」與

「列表」推理出答案。解題過程是先依據男生1人吃2個的比例，依序列出男生

人數與吃的個數（10人＝20個、20人＝�0個…），列到50人後（因班上共有50
人，不需再往下列），他開始考慮饅頭的個數只有�0個，因此�0人、�0人、50
人的答案都不可能，予以刪去（饅頭數≧�0，與題意不合）。接著再列出女生

吃的個數，但不是像男生一樣從10人開始列，他考慮全班有50人的條件，以數

對的方式來列表，因此男生10人時，對應女生人數是�0人（但饅頭數非整數與

題意不合，故刪去）；很快的，在男生20人時，女生是�0人推理出正確解答

（饅頭數為20＋�0＝�0，與題意相符）（圖�）：
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紹庭在解此題時，展現卓越的回顧問題能力。他能融會貫通題意，充分掌

握題目的條件，因此在列表「嘗試錯誤」（刪去不合理答案）過程中，不需列

出很多可能答案；也很有技巧的將男生與女生的人數用數對來表現，在計算女

生吃的饅頭數時，也能瞭解女生人數與饅頭數的比為「1：2
� 」，這些表現都

導向於對題意充分瞭解，並且更加監控自己的解題行為。

前述我們曾提及探究的過程，就是「臆測－論證－檢驗－精緻」的反覆程

序，我們認為紹庭的成長，來自探究教學中必須向同學說明想法（論證）與接

受挑戰（檢驗），由於紹庭本來就是一位有很多解題想法的學生（可提出較多

臆測），因此他有更多機會經歷這個探究循環，促使他一再反思自己的解題思

維，進而提升「回顧問題」能力。

三、雅慈的解題表現

表9可以發現雅慈在教學前訪談中，「解決問題」、「回答問題」與「回

顧問題」的表現都不理想（分數：1.�、0.�、0），但在教學後訪談，各個向度

都有成長（分數：�.�、1.�、1.�），這似乎顯示雅慈在經歷探究教學後，提升

其解題能力。

21

4

1
3
2

9
1.3 0.3 0 3.3

1.7 1.7

9

3.3/4 1.3/4 0.3/2 0/2 
4/4 3.3/4 1.7/2 1.7/2 

（一）教學前訪談，雅慈在「解決問題」與「回答問題」向度表現不佳，與教

學方式有關。

雅慈在教學前訪談的表現，低於研究者的預期，因為從她平常的考試成

績，研究者認為她在前三個向度不至於與紹庭差距太大（不含「回顧問題」，

因此向度紹庭本來就較佳），然而事實上她在「解決問題」與「回答問題」都

較紹庭差（1.�＜2.�；0.�＜1）。從訪談中，我們發現這是因為雅慈在「一元一

次方程式」單元學習不佳，因此就算她可以瞭解問題，卻無法發展有效的解題

策略：

7

3.3/4 3/4 1.7/2 0.3/2 
3.7/4 3.7/4 2/2 1.7/2 
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訪：我看你好像都不太會做這些題目（教學前訪談任務）？

雅：對阿…

雅：我不太知道怎麼寫…

訪：為什麼？我們不是教過一些未知數的東西，你可以試著從假設未知數來著手阿…

雅：但是其實我不太懂這個章節（一元一次方程式）的內容，可以說完全沒吸收進去…

訪：為什麼？

雅：因為我都只是聽老師在講，沒有自己做題目，然後我聽不太懂，也沒有機會去想這些該    

怎麼用…（INT-0�102�）

從上述訪談，我們發現可能是過多講述，剝奪雅慈嘗試應用這些概念的機

會，阻礙她的學習，所以透過學生為中心的探究教學，也許對雅慈能有助益。

然而事實上，這也與研究者的期待有所出入，雅慈一開始在探究教學中的表現

也不好，她沒有很投入探究的活動（無法主動提出臆測與同學討論）。

（二）剛開始雅慈無法適應探究教學，但同學的表現激起她的學習動機

由於雅慈在先前的學習不佳（以符號列式、解方程式），導致她沒辦法投

入同學的討論，也不明瞭同學討論的內容：

我還是不太懂這個單元耶，只是一直聽大家講，但是大家也只是口頭上討論，也沒有寫下

來，所以討論完也不知道結論是什麼…（REC-0�102�）

儘管如此，雅慈並沒有放棄，相反的，她卻因為別人能夠發表許多解題想

法，刺激她也想要有好的表現，雅慈也是個好勝心很強的學生，這個特質與怡

璇相仿：

雖然跟不上他們的思考速度，但卻激起我要學好數學的決心，我相信這只是一個小起步，下

次收穫一定會更多，希望我能融會貫通。（SJOUR-0�102�）

這是個有趣的現象。探究教學中強調的臆測與論證，讓一些原本數學程

度較差的學生，有較多的發言機會，因為他們可以從先備知識發展一些解題想

法，雖然有時候這些想法對解題沒有幫助，但卻對好勝心較強怡璇、雅慈有很

大的刺激。她們會因為別人積極的表現，引發自己的學習動機，這是探究教學
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在情意上的影響（提升學習動機）。

（三）雅慈逐漸融入探究教學，並透過學習與協助溝通不同解題想法，進而提

升解題能力

隨著探究教學的進行，雅慈逐漸能參與同學的討論，表現也越來越好，

在探究課程的後期，也能嘗試用代數來解題，優於教學前訪談的表現。進一步

分析，發現幫助雅慈改變的原因有二。首先代數以外的解題方式（如比例、繪

圖）幫助雅慈「解決問題」。因為在探究教學初期，雅慈還不太會使用代數的

解題方式，但她能理解同學從先備知識發展出來的解題策略，藉由探究教學的

「溝通與形成結論」階段（學生發表自己的解題策略），雅慈學習到許多不同

的解題方式。

訪：我看妳好像表現越來越好，為什麼？

雅：因為我現在開始慢慢會去想她們的想法。

訪：什麼意思？

雅：剛開始的時候，我覺得他們用的解題方式都好神奇喔，我聽不太懂，可是慢慢的，我試

著去理解他們的想法，後來就知道他們在說什麼，現在都聽得很懂，然後我也會幫紹庭

解釋他的想法，加入大家討論，就變得越懂越多…（REC-0�10�1）

第二個幫助雅慈融入探究教學的原因，是雅慈的溝通表達能力很好，她

常需要幫紹庭解釋想法（紹庭口語表達較差，但提出解題想法能力佳），因此

她需要融會貫通紹庭的另類解法，還需要用其他同學可以接受的方式表達，這

個過程可以幫助她逐漸精緻解題思維。例如探究課程四，紹庭針對課程一的

「丟番圖墓誌銘問題」（圖1）提出進一步的探究（不同的解題方式，圖5），

可是紹庭無法很清楚闡述他的想法（只是照著算式念一次），雅慈便幫忙紹庭

解釋，但雅慈也不是一開始就很瞭解紹庭的思維，她一邊解釋、一邊與紹庭討

論，藉由持續對話的過程，精緻自己的思維，最後融會貫通的用畫數線解釋算

式（圖5，下半部），其他同學便很輕易的瞭解紹庭的思維：
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經由上述過程，雅慈逐漸發展出不錯的解題能力，雖然她無法自己想出解

題策略，但能從聆聽別人的解法中，學習與應用他人的解題方式。在教學後的

訪談，她也能用代數的方式解題，這是因為當她具備自己解決問題的能力後，

她重新審視其他同學的代數解法，並且在小組中與紹庭、怡璇討論，逐漸學習

到代數的解題方式（圖�，題目見表�）：

24

5

6 4

6

…

… INT-081105

 Siege Borasi  Fonzi (1998) 
 (meaning making) 

24

5

6 4

6

…

… INT-081105

 Siege Borasi  Fonzi (1998) 
 (meaning making) 
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訪：我發現妳最近都開始會用方程式來解題喔！

雅：對啊，之前都不知道他們（紹庭、怡璇）在寫什麼，也不知道自己在算什麼，但是後來

先學會其他方式後，再回過頭來看…然後有不懂的我又跑去問怡璇，慢慢的就學會了…

終於知道設未知數也很好用，也知道自己在寫什麼了。（INT-0�1105）

從上述，我們發現探究教學中的小組互動對雅慈的幫助，首先雅慈可在

此互動過程中學習其他同學的解題方式，其次透過幫助組員解釋想法的互動過

程，也間接促進自己的解題能力。這符合 Siegel、Borasi 與 Fonzi (199�) 的論

點，他們認為學習是一個賦予意義 (meaning making) 的過程，同時需要社會的

互動（與同儕溝通討論），以及個人的建構；探究教學中，提供良好的互動機

會，可以幫助學生建構出自己的知識。

四、婉伶的解題表現

   

表10中，婉伶在教學前的訪談表現不佳，各個向度的分數都很低（分數：

1、1、0、0），但在教學後的訪談，她在「瞭解問題」、「解決問題」與「回

答問題」有著長足的進步（分數：�、�、1.�）。這似乎顯示探究教學後，婉伶

解題能力提升，但在「回顧問題」仍沒有起色。

25

10 1 1 0
0

3 3 1.7

10

1/4 1/4 0/2 0/2 
3/4 3/4 1.7/2 0/2 

… INT-081024

 Polya (1945)  Mayer (1992) 

（一）教學前訪談，婉伶在解題能力的四個向度表現不佳，與「瞭解問題」能

力有關

婉伶是四個個案中，在教學前訪談表現最不理想的。除了本身的數學程

度較差外，國文閱讀能力不佳，使得她在「瞭解問題」受挫，連帶影響了她在

「解決問題」與「瞭解問題」的表現：

7

3.3/4 3/4 1.7/2 0.3/2 
3.7/4 3.7/4 2/2 1.7/2 
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訪：你有想過自己「在教學前訪談」表現不好的原因嗎？ 

婉：有阿，我國文很爛，很多題目都是看不太懂，所以根本不知道如何下手。

訪：所以如果我幫妳講解這些題目，妳會不會比較會做一點？

婉：可能會吧，至少不會像現在這麼慘…（INT-0�102�）

不論是 Polya (19�5) 或是 Mayer (1992) 的理論，都強調「瞭解問題」的重

要性，而上述婉伶因為看不懂題目的敘述，無法瞭解問題，更遑論從解釋題意

中發展有效的解題策略。但在探究教學中，婉伶有機會學習紹庭的「繪圖」方

式來解題，幫助她「瞭解問題」。

（二）探究教學中，婉伶學習繪圖的解題方式，從中發展符合自己認知基模的

解題策略

上述中婉玲的關鍵在於「瞭解問題」。在與紹庭的互動中，她學習到「繪

圖」的解題方式，這對她很有助益，因為她不太能理解抽象的東西，但透過繪

圖可將題目或是解題方法變得具體，幫助她思考。所以她的解題過程都是先嘗

試將問題轉譯成圖形，再由具體的圖形去思考如何解題。如圖�，這個在探究

課程中討論的問題，婉伶透過繪圖瞭解題意，並據此假設出未知數：

26
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 (Mayer, 
1992)
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訪：妳能用這個單元所學到的假設未知數的方式列出式子嗎？

婉：我覺得這種題目畫圖比較快，且這是我聽得懂的方式，至於假設未知數的方式，我不太

會耶…

訪：那其他同學發表不同的解法時，你聽得懂他們的算式嗎？

婉：不懂，且好複雜，我都是用畫圖的方式來解題（INT-0�1105）

在教學後的訪談，我們也發現繪圖是婉伶僅有的解題策略，所以她無法

在「回顧問題」向度獲得分數，雖然跟其他個案比較起來（如：紹庭），她的

解題思維顯得單調，然而這卻是她使用自己能理解的，符合她認知基模的方

式。從心理學的角度觀之，發展與尋求最適切的解題思維中重要且有意義的事

（Mayer, 1992），而探究教學似乎能提供婉伶此方面貢獻。

伍、結論

依據解題能力分析量表，四位個案在探究教學後，解題能力均有所成長

（表11）。怡璇（高成就）最大成長在「回顧問題」能力（1.�＞0.�）；紹庭

（中成就）主要成長在「瞭解問題」能力（�＞1.�）；雅慈（中成就）在「解

決問題」（�.�＞1.�）、「回答問題」（1.�＞0.�）、「回顧問題」（1.�＞0）
能力均有獲益；婉伶（中成就）在「瞭解問題」（�＞1）、「解決問題」（�
＞1）與「回答問題」（1.�＞0）能力有所成長，但在「回顧問題」能力並無所

獲（0＝0）。這似乎蘊含：一、探究教學對中、低成就學生，助益更多（因她

們有較大的進步空間）；但二、對低成就學生的檢驗答案與提出合宜的不同解

題策略，並無幫助；這或許是因為低成就學生程度較差，解題資源較有限，亦

或是本項能力涉及設認知能力，需較高層次的思維 (Garofalo & Lester, 19�5) 。
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進一步，我們歸納探究教學如何幫助本研究個案提升解題能力。

一、怡璇

怡璇進步的原因在於改變解題信念，願意使用多元的解題思維，讓她有能

力解決原本不會的問題。這是因為小組中其他成員，能展現許多不同的解題思

考，並進而解題成功，刺激怡璇嘗試用多元的解題方式。

二、紹庭

紹庭以往受制於傳統教學，無法發展他的另類解題思維，但透過探究教學

中的自主探索（臆測）與接受挑戰（論證），有更多精練想法的空間，最後展

露更佳的「瞭解問題」與「回顧問題」能力。

三、雅慈

雅慈能夠提升解題能力的原因在於，她常需要幫助紹庭向其他同學解釋紹

庭的想法（探究中的論證），因此她不但需要理解紹庭的解題思維，同時也需

要能夠使用清楚的語言解釋它，透過這個過程逐漸提升自己的「解決問題」與

「回顧問題」能力。

25

11 1.7 0.3
4 1.3 3.3

1.3 1.7 0.3 1.7 0
3 1 3 1 1.7 0

0 0

 (Garofalo & Lester, 1985) 
11

 (Garofalo & Lester, 
1985)
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四、婉伶

婉伶的解題能力不佳，但紹庭的畫圖方式，很適合婉伶，她可以透過畫圖

解決一些較基本的問題。探究教學對婉伶的幫助在於提供一個發表自己想法的

空間（不限制正確答案），並且讓她有機會學習到課本以外的解題方式，進而

增進自己的解題能力。

從整個研究來看，開放式的問題、師生與生生間的互動，都是促進學生

提升解題能力的因素。 Whitin (200�) 提到探究教學對解題能力的幫助，但並

沒有清楚說明細節，在本研究中，我們發現探究教學對中低成就的學生有更多

助益，因為探究的開放環境中，中低成就學生能夠更自在的發揮自己的解題想

法，同時透過相互學習的過程，提升解題能力。
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Abstract
 The purpose of this study was to investigate the influence of mathematics inquiry 
teaching on mathematical problem solving abilities. This study is the case study 
which involved a high, two middle and a low mathematics achievement students. 
In analysis of the data of task-based interviews, classroom observations, students´ 
journals and teacher´s journals, the findings showed that the high achiever was able 
to change her problem solving belief because the other students could solve problems 
fluently within mathematics inquiry teaching environment. One of the middle 
achiever performed better abilities of “understanding the problem＂ and “looking 
back＂ from exploration and challenge in mathematics inquiry teaching. The other 
middle achiever had better the abilities of “solving the problem＂ and “looking 
back＂ through communicating her ideas or the teammate´s ideas. The low achiever 
developed better problem solving abilities by learning other student´s “drawing 
strategy＂ in mathematics inquiry teaching.

Keywords: case study, problem solving, mathematics inquiry teaching




